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УДК 517-9
О ВЕСО ВЫ Х  П РО СТРАН СТВАХ  ДРО БН О Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И РУЕМ Ы Х  Ф УН КЦ И Й
A B O U T TH E W EIGH TED  SPACES OF FR ACTION ALLY D IFFER EN TIABLE
FUNCTIONS
Аннотация. В данной работе рассматривается возможность построения Гильбертова простран­
ства путем пополнения унитарного пространства, порожденного оператором дробного дифференциро­
вания. Способ построения пространства аналогичен [1, с. 44], но в то же время в некотором смысле яв­
ляется более общим, поскольку в билинейной форме присутствует весовая функция. Доказывается тео­
рема вложения построенного Гильбертова пространства в весовое пространство Лебега, суммируемых с 
квадратом функций, следствием которой является соответствующее оснащение весового пространства 
Лебега суммируемых с квадратом функций [8, с. 47] .
Resume. In this paper we consider the possibility of building the Hilbert space by completion of the uni­
tary space generated by the fractional differentiation operator. A  method of constructing this space is similar to 
[l, c. 44] but at the same time, is more general in a certain sense because a weighting function is present in the 
bilinear form. The embedding theorem for the constructed Hilbert space in the weighted Lebesgue space of 
square integrable functions is proved. The consequence of this theorem is the appropriate equipment of the 
weighted Lebesgue space of square integrable functions in the sense of [8, p. 47].
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_____ Keywords: energy space, fractional integrodifferentiation.___________________________________
В работе [l, с. 44] A.M. Нахушевым описывается способ построения унитарных пространств с 
помощью операторов дробного дифференцирования и интегрирования. Вопрос построения 
пространств дробно дифференцируемых функций изучался И.А. Киприяновым, в данном 
направлении известна его работа [2, с. 166], в которой рассматриваются Банаховы пространства 
дробнодифференцируемых функций, доказываются теоремы вложения в пространство Соболева. 
Также известна работа Л.М. Энеевой [3]. В данной работе рассматривается возможность построения 
Гильбертова пространства путем пополнения унитарного пространства, порожденного оператором 
дробного дифференцирования. Способ построения пространства аналогичен [l, с. 44], но в то же 
время в некотором смысле является более общим поскольку в билинейной форме присутствует 
весовая функция. Доказывается теорема вложения пространства N a с (Q) в пространство L 2 (О, ср),
следствием которой является соответствующее оснащение пространства L-, (11. <р) [8, с. 47]. Если это 
не оговорено дополнительно, везде будем полагать: а б ( 0, 1) .х е П . Интегрирование будем
понимать в смысле Лебега. Будем использовать обозначения:
Пространство L (£i 4/). 1 < р < ос состоит из всех локально суммируемых с весом
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{f>g)0= { f > g ) ^ n ) = i f W g W ^
Q
lo = IHL(Q)’ ( f ’ g)0,4, = =
Q
\\i(x) >  0, i | / ( x )  e  / . , ( £ ,> ) .  1 <  у <  со  на Q  функций / (X)  для которых конечна норма:
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1  Up
WA\l (Q.y) = j  I lP Wix)dx
р Ln
Следуя [4, с. 185] будем рассматривать классы:
Л±0 *) = {/(*) ■ /(*) = Д ;“Ф(0 , Ф(х) е Lp(Q)}, (1)
I<-+ а р ) =  {/ (х )  : f ( x )  =  n ^ q t o ,  tp(x) e  L p ( « ) } ,  (2 )
^  (Lp Г  = {/ (x )  : f ( x )  e  / “T (Z , ), cp(.r) >  0 }. (3 )
Допустим, что действительные числа в , q  удовлетворяют условиям:
2 1  2 1  1
— + - < 1  + 2а ,-------- < 0 < — , 1 < ? <  — . (4)
9  q  1 + 2 а  а  а
и пусть с ( х )  6  I ^ ( L g)+ . Рассмотрим линейное множество вида I r±(Lg).  Заметим, что данное 
множество является линейным пространством над полем действительных чисел. Определим на 
I г- (/71) билинейную форму
<м» v> а,с = \  <м» А »  о,с + ^  н> о,с > v е С  (Z e )• (5)
Для этой билинейной формы выполнение аксиом скалярного произведения очевидно, 
кроме аксиомы
( и ,  и ) а с >  0 ,  и  Ф  0 .  ( 6 )
Имеет место следующая лемма, позволяющая утверждать, что пара: билинейная форма (5) и
линейное множество !,.+ (Lg) образует унитарное пространство.
Лемма 1.1 Пусть выполнены условия (4), u(x) 6 / If/.,,). Тогда имеет место (6). 
Д о к а за т ел ьст во. Воспользовавшись леммой 1 [5], изменив порядок интегрирования, а 
затем интегрируя по частям, имеем для [ип} е  / "  ( С " ). ип ф 0
<«„> и,Х,с = <«,„ D> X c  *  (с~ Д Г Ч д ', >0 = \  \ul{x)y{x)dx > 0 (7)
' Q2 ;
Пусть теперь U £ /,.+ (Д ,), тогда согласно теореме из источника [4, с. 64]
Q
D ; : - L e ^ L p, P = - — -  (8)
1-ОС0
Рассмотрим
<«»,ф)о -<«2,ф)о = <(«»~и)(ип+«Хф)0 ф » - А  К”» +м)ф11 -
р у
-I K -" IL  Км» +и\  IHL (9)ь р  b y t  y s
где р , У, и /.s > 1, соответственно взаимно сопряжены. Для доказательства ограниченности правой 
части (9), преобразуем условие (4):
2 1 , ,
— I—  < 1 + 2а,
9 q
— - а < 1+ а - — -  —, 0 < q(l -  ос9) < <7(0(1 + а) - 1) -  9,
9 9 q
(7(9(1 + а ) - 1)  ^ 9(1 + а ) -1  9 (9(1 + а ) - 1)
q{ 9(1 + а ) - 1 )-9  1- а 9 (1- а 9)
g(9(l + а ) - 1) 
q( 9(1 + а ) - 1 )-9
1 9
- -  > ---------------
t (7(9(1 + а ) - 1)' t (7(9(1 + а ) - 1) 7-1
^  д 1 ) ^
(7( -  
9 1 К   7  ^ (7(9(1 + а) - 1)
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Y 0
t <   ----- ( 1 - - )( 1 - 0 0 )  р  | J t < p  
t „  1.
—  < q (  1— ) 
t - 1  p
js  < q
из чего следует ограниченность правой части (9). 
Поскольку, согласно теореме 3.5 [4, с. 64]
Ik  -«II, 4 k C (v „- v :
и так как С"(Q) всюду плотно в L ^ Q )  по норме £е, то
1ип(»,%ф)о =<гг,ф >0. (10)
Используя неравенство Коши-Шварца, имеем оценку
- а   V V ^ I V  СП)
где (i, 0, и s ,t >  1 , соответственно, взаимно сопряжены. Покажем, что правая часть (и) стремится к 
нулю, для этого преобразуем условие (4). Имеем:
2 1 , ,
— I—  < 1 + 2а,
0 q




1 - 1  g
ч




0(1 + а ) - 2  
Ч
■>1.
) - 1  1 -  a  q
t
—  < ------------------------
f - 1 0 - l  1-а 0
ц/<
1 - а д
(ХУ <
1 - а 0
Учитывая, что С 0” (Q) всюду плотно в делаем вывод, что правая часть (и) стремится к
нулю, откуда из свойств скалярного произведения следует что
lim (и . и ) — (и, и)п т  \  и? п '  <х.с '  ’  /  а . с
Воспользовавшись (10-12), осуществив предельный переход в (7), имеем неравенство
О < jz /2 (х)ф(х)я?г < 2(и, и )а с <  оо, и ф О. (13)
Q
Лемма доказана.
Поскольку на линейном пространстве 1'г\ (/<0) определено скалярное произведение, то 
данное пространство является унитарным. Согласно общей теории, [7, с.14], норму в этом 
пространстве можно определить стандартным образом:
1
I M L = < " ’ ">«,*•
Обозначим это пространство N a с (Q) пополняя его относительно введенной нормы, 
получим гильбертово пространство N a c ( Q) .  Имеет место следующая теорема.
Т еорем а 1.2 Пространство N^c(Ci) ограничено вложено в Z ,(Q ,^ ) .
Д о к а за т ел ьст во . Докажем, что между элементами пространства N ac(Cl) и Ь0{П,(р) 
можно установить линейное соответствие, такое, что:
1) каждому элементу u e N ac(Q) приводится в соответствие единственный элемент 
и ' е  Ь2(С1,(р) ;
2) если элементам u,v е Nac(Q) приведены в соответствие u ',V  е  Z ,(Q , <р), то линейной 
комбинации Т|и + jllv е Nac (Q) приводится в соответствие элемент щ '  + /llv' е  Д  (Q, <р);
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Для любого элемента иеЛГ^П) можно построить последовательность элементов
{ип} е  7Va с (Q), такую, что ||ип ~г\ас 0, п - >'00- Заметим, что
ип -  ит е  N a c (Q), |ип -  ит | —^  0, п, гп —^  со. Согласно (13) имеем
—и || <К\и —и II ,K  = const. (14)
II "  т Но,ф II "  т II а ,с
В силу полноты пространства Ь0{П,(р) существует элемент и' е  Л, (Q, ср), такой, что
|г/л — г/ж|о  ^ —> 0 . Поставим этот элемент в соответствие элементу u e N ac(Cl). Докажем 
единственность элемента и'. Предположим, что другая последовательность {vn} e N ac(D) сходится к 
и по норме пространства Y0 . (Q). Проведя аналогичные рассуждения, получим, что существует
элемент v' е  Д  (Q, <р), такой, что последовательность V п сходится к Vr по норме пространства 
L 2(Q,<p). Покажем, ч т о  V  = и'. Согласно неравенству треугольника
k , = \и„ -  M-(v„ -1|| п и ||о с || п ' • и
Поскольку ип -  vn е N  (Q), то
О,с
< \\и -г + и - v j  -»0.По,с II w II 0,с
\\и -V
II п  w II 0,ср
(15)
(16)
из чего, осуществив предельный переход, получим:
||г/' -  v1| = lim|k< -  v | = 0.
II Но,ф II "  "Но,ф '
что и требовалось доказать.
Допустим, что элементам ul ,u2 e N ac(Q.) соответствуют последовательности
{«!,,} Дм2,,} е ^ ,,,(0 ). такие, что
II?/-, —?/, || —^  0, || z/0 —z/0 || —^  0.
II 1и 1 l la .c  ’  II - п  -  lla .c
Пусть этим элементам соответствуют элементы u[,u'n <=Ln(Ci,ср), такие, что:
IK  _н1|0 ^  |н2п 2^ Но ф 0. Тогда, согласно неравенству треугольника, получим
\\Ьу{1 +Л2М2)-(Л1М1л + ТЬ«2Я)Ц =hl(«l -Mi„)+^ 2(«2 - М2„)||„ ^
i i i lK - « J L  +1ъ1К -«2»Ц -»0’ п -» о°. (17)
l H ;  + Ц 2Х1' 2) - Ь у 1Ъ1 + 112» 2И ) | | 0 ^  = | h l ( » i  - » l J + 1l 2(»2  - « 2я 4 , ф  -
Л1 Им,' -  М, I + Л о ||м' -  ип || —» 0, п —» оо.'1 1 1» *2 2 2» ’ (18)II0,ф ,zll z «^И0,ф
Соотношения (17-18) означают, что элементу щ ^ + гц .ц  пространства Nac(Cl) 
соответствует элемент 77^^+77,27' пространства L 2(Cl,<p). Линейность соответствия доказана.
Выше нами было получено неравенство (13), устанавливающее соотношение между двумя
нормами элемента унитарного пространства Nac(Cl). Покажем, что это неравенство верно для
любого элемента пространства Nac(Q). Пусть и & Nac(Q.), существует последовательность элементов
{«„} е N {Q) такая, что
II0,ф->0, -> 0, п -> со.
Для элементов ^ N a c(Q.) имеет место неравенство (13):
I I0, ф
<К\\х>
Воспользовавшись непрерывностью скалярного произведения, осуществив предельный 
переход в (13), для любого элемента и е Y0 . (Q) получим
И о ,Ф -  К И\аУ Ы' G L 2 ^ l  U е ^ ( О ) .  (19)
Это означает, что Nac(Cl) ограничено вкладывается в /J2<li.ср). Теорема полностью 
доказана.
С ледстви е 1. 3 В силу доказанной теоремы на Na c (Q) определен линейный ограниченный 
оператор вложения:
0 : ^ ( 0 ) - > 4 ( Ц Ф).
О п редел ен и е 1. 4 Рассмотрим билинейную форму от /  e i ,  (£iср), и е Na с(О.), задающую 
линейный непрерывный функционал / , над N4r(Ll)
If (и) = {Он, / ) 0 ф < АГ||/||о ф||и||а с, К  = const. (20)
Следуя [8, с. 46], определим на /., (Q, <р) оператор I , ставящий в соответствие каждому 
элементу из /., (Q , ер) линейный непрерывный функционал
/ :  4 ( Ц  Ф) -> Жас(П), <Ои,/)0,ф = (« ,//)„ . (21)
Имеет место следующая теорема.
Т еорем а 2.5 Пусть действительные числа О, q удовлетворяют условиям:
2 1 2 
— I—  < 1 + а . 9 > ---------. q > 1.
9 g 1 + 2а
c (x ) e I*-+(Lq)+,
оператор
£ :L 2(CXc)^ > L 2(CXc), £ = OI 
обратим на R(^ ). Тогда множество I''. ( )  всюду плотно в Ь2(П ,с ) и
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-'2'
D « : i : ±(Le) ^ L 2( Q c )
является положительным оператором.
Д о к а за т ел ьст во . Для удобства введем обозначения:
Z2 (Q ,с) = Н 0, N a tl (Q ) = Н +, ц(.т) =
q
тогда поскольку ц(х) е /, . у = --------> <7, используя (19), с учетом следствия 1 имеем
1 -a q
||0 и|| < Щ и ,и е Н +, К  = const. (22)
Согласно условию данной теоремы оператор §  обратим на R($, покажем, что R(Р) = D( £ 1) 
всюду плотно в Н (). Пусть h 1  R( Д  тогда
о = (h,$)Ho ={ih,if)H+ = (fh ,f)Ho.
Поскольку последнее равенство имеет место V/  ^//0, то $1 = 0, откуда, учитывая
обратимость £ на r A  ,получим h = 0, следовательно в силу леммы 2 [9, с. 88] делаем вывод, что
R(£) всюду плотно в Н п. Так как в свою очередь в силу теоремы 1 ) плотно в R(^) по норме
Н 0, то 1 ’\ ( )  всюду плотно в пространстве Н 0.
Докажем теперь вторую часть теоремы. Имеем:
Ш в = Jl v(x)|2 с(х)а!г<||^ |^  \\с\\ г/(х)е/“ (1е),у = — 'Ч— .1 |10^ ' 2у ЬУ l - a q
Покажем, что в силу условия теоремы 2у' < 0 :
— + — <1 + а, —— — < а , 2я' < (1 + ао')9, 2 у '= —^ <9,9 q 9 q' 1 + а q'
откуда следует, что
DZ :i:±(Le) ^ L 2(C>,c). (23)
В силу теоремы 1 будем иметь для




тогда и только тогда, когда и(х) = 0 . В доказательстве первой части данной теоремы было
показано, что множество /“ (Ze) с  D(D“ ) всюду плотно в Z ,(Q ,c). Заметим, что для того чтобы 
оператор обладал свойством положительности в классическом смысле, необходимо еще выполнение 
условия симметричности. Поскольку согласно [l, с. 46] при определении свойства положительности 
оператора дробного интегродифференцирования, не требуется выполнение условия 
симметричности, то согласно такому определению оператор положительный. Теорема полностью 
доказана.
Рассмотрим условия, наложенные на весовую функцию, при которых операторы О  и I 
обратимы. Имеют место следующие теоремы:
Теорема 3. 6 Пусть относительно (р{х) выполнены условия:
< Mix М  = const,ср(х) >  h >  0, J  | ф(? + б) — ф(?) I9 dx
действительные числа 6 < q  удовлетворяют условиям (4). Тогда оператор I обратим на R (/).
Д о к а за т ел ьст во . Рассмотрим оператор I , согласно (21) для
/р/, е 1,(0 ,ср), Ifx = If2, и е Nac{Q) имеет место
(OuJx - / ,  >аф = <«,/(/ - / , ) ) „  = О, 
откуда согласно лемме 2 [9, с. 88] немедленно следует, что будет выполнятся равенство f x =  f 2, в 
случае когда R(O) = х2(П,ф).
Рассмотрим множество U = {и(х): и(х) = у(х)/^ /ф(х), v(x) е С0л(О)}. Имеем для ип е U, 11 е Z2(fi,cp):
IIй» _ и11о,Ф = ||у» ~ гЧ П
Поскольку г/ е  1 2( Д  <р) равносильно г/^ /ф е L2(Q). то отсюда следует, что множество U
всюду плотно в L 2{Cl,<p). Покажем, что при условиях данной теоремы J7 c / “+(Le). Заметим, что с
учетом теоремы 13.7 [4, с. 186] достаточно показать, что 1/д/ф е -С+С^ е)- Из условия данной теоремы 
следует:
vn





( i m w Q ) 0 9
3
2УС-
11 ф(х) -  ф(х +1) I9 dx
X:
(24)
Покажем, что последовательность (f/Л. (л-)) (см. теорему 13.7 [4, с. 181]) фундаментальна в
Использовав обобщенное неравенство Минковского, а затем оценку (24) и условие данной 
теоремы, имеем для s x > s n > 0 :
(т -  х)
JI Ysj (х ) -  Ys2 (х ) I0 dx | = 
d
d x -  jC\ 1/Уф(.у) -1/^/ф(т) 1/>/ф(х) — l/^ /cp(x) dx dx
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X  +  S
j- 1/yftpjx) -  1/УфСО j
J ( T - * ) a+1+8i V /
dx I f
1 /л /ф (х ) -  1 /д /ф (Х + 7 )
dt dx
J/ “  1 | 1 / д/ ф ( х )  -1/д/ф(х + /) <ix
-  Ml -(sia+1 =M





2 l f -
что доказывает фундаментальность {ys(x)}. В силу полноты Z0(Q), 3\|/(х) е Z0(Q ): \|/е(х)—>\|/(х), из
чего в силу теоремы 13.2 [4, с. 183] следует: 1/д/ф(х) е (/,„). Как было замечено выше, в силу 
теоремы 13.7 [4, с. 186] U  с/"+(Хе). Поскольку /" (Д0) с  R(O), то из этого следует, что R(O) = /.,(£19). 
Теорема доказана.
Теорема ф 7 Пусть ф(х) = х(х) — х(г) > h > 0, х (х ) е HX(Q), X + а  < 1, 2/(1 + 2 а ) < 9 < 1 /а . 
Тогда оператор О  обратим на R(<9).
Д о к а за т ел ьст во . Заметим, что при условии данной теоремы справедлива теорема 1, 
таким образом, для доказательства обратимости оператора О  достаточно показать в обозначениях 
теоремы 1, что если элементам и1,и2 е Na с (О.) приводится в соответствие один элемент и' е  Л, (Q, ср), 
то г/j = и-,. Допустим противное, обозначим иЛ —ип =v. Поскольку в силу теоремы 1.2 соответствие
между элементами пространств Nac(Q.) и /,, (11 <р) линейное, то |Н|(|ф = 0. Существует 
последовательность:
{V ,,}  с Л ^ Д О )  :lim||v„| =  0jim | | v„ - v f l  =  0.
Пусть Г) G#ac(Q), тогда
<V n ^ ) a , c  1>0,С + ^ ( Д > и т ) 0,с -
С учетом следствия 1 теоремы 3.1 [4, с. 58] с(х) е H ;





s c .P i ’A . - P c ; :'ip%
_ С, (mesQ)2T _ _ „ „ „ г ,
Р' -  ^ •0.
Поскольку из условия 1 < 9 < 1/а, согласно [4, с. 185] следует /" (/,0) = /" (/,0). то в силу 
теоремы 13.7 [4, с. 186], и следствия 2 [4, с. 51] имеем:
J4 ,(x)D°hcr\dx < J I v„(x) I2 ф (х )Л  jl-DS-cril"ф 1 (x)dx <
S I K I L  - И Ч .  J F l  s £ s s ^ I K I . .  I K - ' I L  -*<>•"y 4h
Следовательно в силу непрерывности скалярного произведения
<VH>1l ) a , c 1l ) a , C =  0 ,  И > ОО, Т| G  / “  (Ze ) ,
поскольку множество ) является всюду плотным в пространстве N a c, то согласно лемме 2 [9, 
с. 88]: ||v||ac = 0, следовательно nx = и,. Теорема доказана.
Таким образом теорема 1 и теорема 4 дают возможность установить линейно изоморфное 
соответствие между пространствами Nac(Cl) и L 2(Cl,<p), теорема 3 дает достаточные условия
обратимости оператора I (см. определение l). При выполнении условий теорем 1, з, 4 имеет место 
теорема 2. Можно показать, что при выполнении условий теорем 1, 4 и дополнительном условии 
Л > ос, также имеет место теорема 2. Это будет следовать из полностью аналогичного повтора 
доказательства теоремы 3.
Следуя работе [6, с. 72], определим функционал энергии следующим образом:
О п редел ен и е 2. 8 Функционал
F f (u) = \\u\\ac- 2(u , f )0(f, (25)
будем называть функционалом энергии оператора дробного дифференцирования.
Аналогично [6, с. 73] имеет место теорема 5.
Т еорем а 5. 9 В энергетическом пространстве существует единственный элемент, на 
котором функционал энергии достигает минимума.
Д о к а за т ел ьст во . Используя неравенство Коши-Буняковского, а так же соотношение
между нормами пространств: L 2 (Q , <р), и N a^c имеем следующую оценку:
|<“ . Л ф  i4 i J / I L  ^ 4 A l J uL J t e N ^ J ' e ^ ( а Ф)’ (2б)
из чего следует, что функционал (м, f \ )(p ограничен на ^ их ■ По теореме Рисса о представлении 
линейного функционала в Гильбертовом пространстве существует единственный элемент 
пространства N a c , такой, что
(uJ')o^= (u,u0)a^ , u e N ac. (27)
С помощью формулы (27) преобразуем выражение (25) для функционала F f :
F f (;/) = |U| -2(и,ип)„ =|У -2{и,и(])аг+\\и()\ - | М  =||и-ип|| - | М  .
J х 7 II На,с и ' u.,t. || ца с  и /а ,с  н ица с  и и II а,с II и 11а,с II и На,с
Из чего следует, что в пространстве N  существует единственный элемент на котором 
функционал Ff достигает своего минимума. Теорема доказана.
О п редел ен и е 3. ю  Элемент реализующий минимум функционала Ff в
пространстве Nac будем называть минимальным элементом этого пространства,
соответствующим элементу f  .
Следуя работе [6, с. 74], оценим норму минимального элемента. Полагая в формуле (27)
U ~ Uq, оценив аналогично формулу (26), имеем
N 1^ 4 4 ,  (28)
Используя неравенство (19), получаем оценку нормы минимального элемента пространства 
N ac^ в пространстве L 2(Cl,<p) \
1 < Ф^ 2|14Ф (29)
Следующая лемма используется в доказательстве важнейшей теоремы, которая дает 
достаточное условие сепарабельности энергетического пространства.
Т еорем а б .и  Если при условиях теоремы 4 относительно f  система {/„} полна в
у
пространстве L 2(Cl,q>), и если {р„} система минимальных элементов, соответствующих !,/„}, 
то система {р„} полна в энергетическом пространстве Na c.
Д о к а за т ел ьст во . Положим u e N ac(C2) Введем обозначения:
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NTjakfk=s N> (Зоа)к=1 
N
X f 1 кРк ~ СТЛГ-
i=1 (зоб)
Оценим квадрат нормы разности
Рг/-а„Р„% = ( u - a N, u - a N)ac ~(ая ,\л)ас, (31)
\i = u - a N &Nac.
Заметим, что V(i е Nac, 3{(xJ с  Nac:
Ит(и,Ю*,с=Ыа.,с- (32)
n—ню
поскольку !.u,l V. . с(х) е Я ^ ( Q), то согласно теореме 13.7 [4, с. 186], следствию 2 [4, с. 51] имеет
место
2<»^„>сс ,с = <Д П-»^„>0,С+ < » .Д ^ П>0,С = <СФ_1 Дл-»^„ф>0 + <Ф_1А а-«М^„Ф>0 =
=  ( c c p 'D ^ u  +  ср 1D dxc ii, 1Л.„ >0 ф , ( 3 3 )
так как, используя условия данной теоремы, несложно убедится в том, что
С(х) = — [c(x)Dr u + Ddxai\e L2(Q.Ф)
2ф(х)




Следовательно, осуществив в обеих частях равенства (33) предельный переход, имеем
<w=M->a,f = <С=Оц)0>ф, (34)
Используя условие данной леммы, имеем:
N
= 2 Х < Р а-^>о^к= 1
поскольку Рк - минимальные элементы, то <р*,ц>а5С = <Л,ц)о,Ф- Следовательно,
N
а,с = Е ^ < Л 'О >^0,Ф = < -^ОЦ>0,ф. (35)к= 1
Используя равенства (34,35), перепишем (31) в следующем виде:
| « - а Х с =<СОц>о,Ф- < ^ > о ,ф = < ^ - ^ > о ,ф  
поскольку р.= и -  Од,, и в  силу неравенства (19). Следовательно,
I b ^ L  * n % ~ s » K
Поскольку система {/„} полна в L 2(Q,<p), то для элемента ^  всегда можно подобрать SN
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так, что
2 К '
- S J  <■Л По.с
Поскольку для любого Щ G N a с существует и 6 N и с, такой, что
н п 5и ,-и  < —, I Ik, 2
то используя неравенство треугольника, имеем:
<s.1а,с
Из чего следует полнота системы {ри} в пространстве .. Теорема доказана. 
Имеет место следующее следствие:
С ледстви е 2 .1 2  При условиях теоремы 4 пространство Na c(Q.) сепарабельно.
Это следует из доказательства достаточности теоремы 4.6.1. [6, с. 51] и основано на том, что 
при условии теоремы 4 имеет место сепарабельность исходного пространства L,(Q,cp), и справедлива 
теорема 6.
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